que, si s’allunyen molt de 'estandard (com 1’es-
tructura 3 4+ 1, o 'incompliment dels principis
enunciats a la seccié 3), aquests han d’estar fo-
namentats en uns requisits adequats sobre els
nivells d’accés o en altres factors particulars del
pla d’estudis, que puguin ser jutjats en 'acredi-
tacié externa. Altrament, aquests titols corren
el perill de no beneficiar-se del reconeixement
automatic europeu que donara el marc comu,
encara que puguin constituir titols valids d’e-
ducacié superior.
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Nivells de referencia per a I'’ensenyament de les matematiques a Europa

per a I'edat de setze anys’

Introduccio

Sota els auspicis delCommittee on Mathematics
Education of the EMS (European Mathemati-
cal Society), 'estudi Reference Levels in Scho-
ol Mathematics Education in Europe at the age
16, com han evidenciat Bodin i Villani [1], pro-
jecta identificar nivells de referéncia, pel que fa

al coneixement i les capacitats en ’ambit de
la matematica, que puguin esdevenir comuns a
tots els paisos de 'Unié Europea, i potser fins
i tot a d’altres paisos.

Com a extensié del Committee on Mat-
hematics Education of the EMS, sota la pre-
sidencia de Vinicio Villani, s’ha constituit un
grup d’experts (ensenyants d’escola secundaria,

“L’autora ha estat membre de esmentat comite, i ha pres part en el projecte. Traduccié de Xavier Massaneda.
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investigadors en didactica, formadors i autors
de curriculums o de llibres de text) en el quals
diversos paisos (si no tots, almenys la majoria)
de la Comunitat Europea hi fossin representats.
La funcié de centre de coordinacié del projecte
I’ha dut a terme 'TREM de Besancon, a Franca,
sota la responsabilitat d’Antoine Bodin.

Per tenir una base objectiva de desenvolu-
pament del projecte, els membres del grup de
treball han presentat els aspectes estructurals
del sistema educatiu (o dels sistemes educatius)
dels respectius paisos (National Reports) amb
particular esment de la situacié relativa al fi-
nal de I’escolaritzacié obligatoria (en general als
setze anys).

Un dels objectius del projecte s’ha centrat
en l'elaboracié d’'un conjunt d’allo que inici-
alment s’han anomenat dream questions i que
més tard han esdevingut reference level questi-
ons:' qilestions i problemes escollits per la seva
qualitat cultural i formativa.

Questions de referéncia

El projecte s’ha mostrat de seguida més aviat
complex, pero hi ha hagut una voluntat comu-
na molt clara de no voler de cap manera pro-
posar una estandaritzacié de ’ensenyament de
la matematica a Europa. Com s’ha posat en
evidencia en el transcurs de I'estudi, la propos-
ta hauria d’indicar una mena d’<estil de tre-
ball> en I'ambit de l’ensenyament de la ma-
tematica que pogués revelar-se d’alguna mane-
ra complementari o de suport a allo que usual-
ment es fa a Pescola.

S’han proposat i discutit seixanta-cinc pre-
guntes, successivament elaborades i presentades
en la redaccié tltima per Antoine Bodin i I’au-
tora, a la Trobada Internacional del maig de
2001 a Luxemburg.

Per organitzar i classificar les preguntes
se’'ns han proporcionat algunes de les re-
feréncies estructurals del projecte PISA, i s’ha
elaborat una classificacié que té en compte els
seglients aspectes:

CaMP (IDEES PRINCIPALS):

P —Quantitat

P>—Espai i forma

P3;—Canvi i relacié

Py—Incertesa.
NIVELL DE MATEMATITZACIO:

Classe 1: Reproduccid, definicions, computa-
cié

Classe 2: Connexions i integracié per resoldre
problemes

Classe 3: Pensament matematic, generalitza-
cioé 1 intuicié.

CAPACITATS MATEMATIQUES:

C1—Talent en pensament matematic
(Cy—Talent en argumentacié matematica
(C3—Talent en modelitzacid

Cy—Talent en enunciar i resoldre problemes
Cs—Talent en representacié

Cg—Talent simbolic, formal i tecnic
C7—Talent comunicatiu

Cg—Talent en ajuts i eines.
POBLACIO OBJECTIU:

T7—Per a tothom

To—Per a aquells que necessitaran les ma-
tematiques en els seus estudis futurs

T3—Per a aquells que probablement aniran a
la matematica superior.

Unes altres carecteristiques especials de les
qiiestions son:

e No estan lligades als curriculums nacionals
particulars

e No involucren tan sols habilitat tecnica

e Impliquen estrategies diferenciades

e Permeten diversos nivells de resposta

e No s’han concebut per a una valoracié addi-
tiva

e Demanen als alumnes de donar informacié

sobre el seu procediment i no només sobre
la solucié

e Pretenen donar una idea d’<estil> d’activitat
matematica.

1Sobre aquesta denominacié han sorgit algunes disputes. A la Trobada Internacional del maig de 2001 a Luxem-
burg, en la presentacié del projecte a representants d’associacions d’ensenyants i d’altres operadors en el sector de la
didactica de la matematica, Raimondo Bolleta va proposar la denominacié points of reference.



Alguns exemples

A continuacié exposo i comento tan sols algu-
nes de les seixanta-cinc preguntes o punts de re-
feréncia per tal de donar al lector almenys una
idea de I’«estil> d’activitat matematica que el
Comite Europeu pretén suggerir. La presenta-
cié que en resulta no és, ni pot ésser, exhaustiva.
Per a la totalitat de les qliestions us referim al
document presentat per Antoine Bodin (també
anom de 'autora) a Luxemburg, titulat Bundle
of proposed reference questions, part 2 [2].

Qiestio de referencia EMS 002. Tessellacié per
cercles. Sigui @ un quadrat de costat 1 m. i si-
gui C el cercle inscrit. Si es subdivideix () en
quadrats més petits i es consideren els respec-
tius cercles inscrits, s’obté la figura segiient:

Augmentant tal i com podeu imaginar el
nombre de subdivisions, I’area de la part om-
brejada (és a dir, la part recoberta pels cercles)
augmenta, disminueix o roman sempre igual? I
la mateixa pregunta pel que fa a I’espai?

Targeta d'identificacié de la qiestié de referéncia

Nom i nombre de la giiestié Tessellacié per cercles. EMS 002

Origen de la gilestié Proposada per Vinicio Vitalli (ltalia)

Camp del problema P

Contingut principal Similaritat com a resposta sintetica,
o bé calcul algebric simple
¢, —-Cy
Classe 3
T, (per a tothom)

Treball individual

Capacitats implicades

Classe de complexitat

Grup objectiu

Tipus de situacié

Aquesta pregunta, aixi com les altres, déna
una idea de D’estil de treball suggerit pel projec-
te. Implica, de fet, coneixements dels alumnes
de setze anys que aqui han d’utilitzar, de ma-
nera problematica i no com a mera aplicacid,
férmules amb la finalitat de produir un proce-
diment autdonom de resposta. Es Palumne qui
ha de mobilitzar els propis coneixements i po-
sar a punt una estrategia resolutiva. Em sembla
també significatiu el pas del pla a I’espai en un
mateix ambit problematic.
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Qiiestio de referéncia EMS 009. L’heréncia.
Dos germans hereten un terreny de forma rec-
tangular. Per tal de dividir-lo en dues parts d’i-
gual area, un vei suggereix que clavin un pal a
qualsevol punt del terreny i tracin els segments
que van del pal als quatre cantons del terreny.

Un dels germans es quedara la part en gris
i laltre la part en blanc. Sén les dues parts re-
alment iguals? Justifiqueu el vostre raonament.

Investigueu que passa si la figura és una
piramide (per exemple, el teulat d’una casa)
vista des de dalt.

La primera part del problema fou proposada
a alumnes de les categories 7 i 8 (sete i vuite any
d’escolaritzacié) en una prova del Rally Mate-
matico Transalpino (RMT), un concurs de ma-
tematiques per classes. Els alumnes en aquell
cas van treballar en grups. Pensem que als set-
ze anys un alumne ha de poder afrontar indi-
vidualment aquest problema, i és interessant,
com ho ha estat en el cas del RMT [4], d’a-
nalitzar el procediment resolutiu utilitzat pels
alumnes. S’aturaran en el cas de la figura pro-
posada recorrent a consideracions empiriques,
o trobaran necessari un raonament «demostra-
tius> de tipus general?

La segona part del problema, com en el cas
precedent, considera I’espai. En aquest cas el ni-
vell de dificultat en passar del pla a ’espai aug-
menta considerablement i s’aconsella de propo-
sar 'activitat com a treball de grup que impli-
qui una discussié constructiva a classe per a una
orientacié o un aprofundiment relatiu al paper
de la demostracié.



Targeta d’identificacié de la questié de referencia

L’heréencia. EMS 009
Proposada per Lucia Grugnetti i
Frangois Jaquet (de RMT 2000)

Nom i nombre de la qiiestié

Origen de la qiiesti6

Camp del problema P

Contingut principal Area de triangles, teorema de Pitagores
Capacitats implicades Cs3 —Cy

Classe de complexitat Classe 2

Grup objectiu Ty (per a tothom)

Tipus de situacié Treball individual per a la primera part,

treball en grup per a la segona

Questio de referéncia EMS 010. Una espiral es-
tranya. Des d’un punt de sortida P es traca un
semicercle de radi 1. Es continua tot seguit en
un semicercle de radi 1/2, i aix{ successivament,
de manera que cada semicercle té un radi que
és la meitat del semicercle precedent.

N

Quina és la distancia des del punt de sorti-
da P fins al punt final? Quina és la llargaria del
cami?

En principi s’havia proposat al grup de tre-
ball internacional un altre problema també pro-
vinent del RMT, amb una empremta cognitiva
similar:

El Ferrari. Fa molt temps que en Ciril i
I’Antoni somnien de comprar-se un bell Ferrari
vermell. Perd aquest automobil costa 100.000
euros, i ells no tenen els diners necessaris.

Ens trobem a l’any 2000 i en Ciril here-
ta 50.000 euros. Decideix de guardar aquesta
quantitat per a la compra del Ferrari, i d’afegir-
hi 25.000 euros l'any proper, 12.500 el 2002 i
aixi successivament. Cada any hi afegira la mei-
tat de la quantitat afegida I’any anterior.

L’Antoni no ha heretat res, pero decideix
que el 2001 estalviara 30.000 euros, el 2002 hi
afegira la meitat d’aquesta suma, el 2003 un
terc, el 2004 una quarta part, el 2005 una cin-
quena part i aixi anar fent. Cada any hi afegira,
per tant, una suma equivalent a 30.000 euros
dividit pel nombre format per les tres darreres
xifres de I’any.

Qui arribara primer a comprar el Ferrari? I
quan? Escriviu en detall els vostres calculs.

El context del problema del Ferrari s’ha tro-
bat massa especific de la realitat d’alguns paisos
i s’ha substituit pel problema de l'espiral es-
tranya. L’esmentat problema, proposat en un
manual escolar [3], s’ha utilitzat després en re-
cerca didactica en algunes classes i en cursos
de formacié d’ensenyants com a activitat pro-
blematica que obre la porta al llarg cami que
hauria de conduir al concepte de limit [5].

Targeta d'identificacié de la qliestié de referencia

Nom i nombre de la qiiestié Una espiral estranya. EMS 010

Origen de la qiiestié Proposada per Francois Jaquet (Suissa)

Camp del problema Py

Contingut principal Longitud d’un cercle, suma infinita
Cg — Cl
Classe 3

T, (per a tothom)

Capacitats implicades

Classe de complexitat

Grup objectiu

Tipus de situacié Treball en grup

Un alumne de quinze o setze anys pot co-
mencar a afrontar autonomament aquesta ac-
tivitat, que requereix, a l’inici, només coneixe-
ments elementals sobre fraccions i la circum-
feréencia. Aquests coneixements, perod, no sén
suficients per permetre-li de resoldre el proble-
ma.

L’alumne es troba aixi en una situacié en
que la reinversio dels coneixements previs no és
suficient, tot i que aquests li siguin certament
utils.

La situacié és prou rica per suscitar conjec-
tures, i prou <consistent> perque els primers
intents no portin a la solucié i emergeixin con-
flictes cognitius.

Una primera aproximacié consisteix gene-
ralment en el recurs al dibuix geometric, pero
aquest, revela ben aviat les propies limitacions.

Seguidament, la recerca de les abscisses dels
punts d’interseccié de les semicircumferéncies
amb l’eix, a partir del punt de sortida, con-
dueix a una successié <irregulars>. Es un mo-
ment important: les anades i vingudes entre el
context geometric i aritmetic es multipliquen.
El punt d’arribada es trobara potser entre els
punts d’abcissa 11 2: 14 <alguna cosa>.

A aquest punt, el treball collectiu i les
discussions posen en evidencia 'alternanca de
termes positius i negatius. Sorgeixen interro-
gants, perplexitat: és aleshores el moment per
als intents, per a les conjectures. Pel que fa el
cami recorregut, segons alguns, <aquest sera

43



tan llarg com es vulguis>, d’altres, quan sumen
algunes longituds de les semicircumferencies,
comencen a dubtar que <el cami no podra ésser
tan llargs.

L’activitat, coordinada per I’ensenyant,
porta a la suma d’una progressié geometrica
i al sorgiment de la idea d’infinitesimal, d’infi-
nit, de convergencia d’una serie, de limit: només
una primera idea, és clar.

La resposta a les dues preguntes del proble-
ma es pot construir seguint el segiient recorre-
gut:

1) La suma dels termes de la successié <irre-
gular> de la qual s’ha parlat més amunt:
2—141/2—1/4+1/8—1/16+1/32—1/64+- - -
(serie geometrica de radé ¢ = —1/2) es pot
reescriure de la manera 1 + 1/4 + 1/16 +
1/64 + ---, on se sumen el segon i el tercer
terme, el quart i el cinque i aix{ anar fent.?
Denotant S aquesta suma, si es considera
S/4=1/4+1/16+1/64 + - -- i s’efectua la
diferencia S —S5/4, s’obté 1, d’on S = 4/3. La
conjectura 1+ <alguna cosa> esdevé 1+ 1/3.

2) Quant a la llargada del cami: 7+7/2+7/4+
w/8+ -+, un cop escrita la suma de la mane-
ram(l+1/2+1/4+1/8+---), si sanomena
S’" la suma entre pareéntesis i s’hi resta S’/2,
s’obté 1, d’on S’/2 =1, per tant, S’ =21ila
llargada del cami és 27.

En una fase successiva hi haura la <institu-
cionalitzacio> dels coneixements, pero sera
un desenvolupament d’activitat (d’aquesta i
d’altres) i no una teoritzacié per si mateixa.

Qestio de referéncia EMS 018. El tunel. Qua-
tre persones estan a punt de travessar un tuinel
fosc i estret. Tenen una llanterna que pot fun-
cionar durant 18 minuts. Necessiten respecti-
vament 1, 2, 5 1 10 minuts per passar el tinel.
Sense la llanterna no poden passar. El tinel és
estret i només dos d’ells poden anar junts.

Es possible que tots passin a l’altre costat?

Targeta d'identificacié de la qliestié de referéncia

El tanel. EMS 018
Proposada per Sandor Dobos (Hongria)

Nom i nombre de la qiiestié

Origen de la qiiestié

Camp del problema P

Contingut principal Raonament logic

Capacitats implicades C
Classe 2
T, (per a tothom)

Classe de complexitat

Grup objectiu

Tipus de situacié Treball individual

Penso que aquesta qiiestié és un bon exem-
ple de matematica que va més enlla de les
férmules i la pura tecnica de calcul. Als alum-
nes se’ls demana de comprendre i utilitzar les
dades no per trobar un resultat expressat en
nimeros, sind per analitzar <logicament> una
situacid i establir si una situacié pot produir-se
0 no.

Qiestio de referencia EMS 006. FEstirant pa-
lletes. Cinc persones juguen a estirar palletes.
Quatre de les cinc palletes tenen la mateixa llar-
gada, mentre que la restant és més curta. Les
palletes es presenten de manera que els juga-
dors no tenen cap pista de les seves llargades.

Un rere laltre, cada jugador estira una pa-
lleta. El guanyador és aquell que estiri la palleta
curta.

La darrera persona que li toca estirar la pa-
lleta afirma que es troba en desavantatge. Que
en penses?

Targeta d'identificacié de la giiestié de referéncia

Nom i nombre de la qiiestié

Estirant palletes. EMS 006

Origen de la qiesti6

Proposada per Michel Henry
(IREM Besangon)

Camp del problema Py
Contingut principal Probabilitat
Capacitats implicades C3—C1—Cy
Classe de complexitat Classe 3

Grup objectiu

T, (per a tothom)

Tipus de situacié

Treball en grup

Aquesta és una de les poques qliestions en
que intervé la probabilitat, conscients del fet
que a no tots els palsos europeus aquest tema
es troba als temaris oficials. De totes maneres
la idea és d’iniciar un petit debat a classe so-
bre qliestions que pertanyen al pensament no
determinista.

2Cal tenir present, perd, que, en general, en el cas de sumes d’infinits termes no es <garanteix> la propietat
associativa, que de fet aqui si val. Aix0 passa si la série és absolutament convergent, és a dir, si convergeix la suma
dels valors absoluts dels seus termes. Pensant en la didactica seria també important considerar un exemple de série,
com la famosa serie de Grandi: 1 —1+1—14+1—14---, que pot fer 1/2, 0, o fins i tot 1, i els valors absoluts dels
termes de la qual no coindueixen a una serie convergent: heus aqui la paradoxa.
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Divulgacié de les qiiestions i futur del
projecte

L’objectiu primari de la Trobada Internacional
desenvolupada a Luxemburg el mes de maig de
2001 ha estat presentar el projecte a un public
compost de representants d’associacions d’ense-
nyants de matematiques, a responsables minis-
terials dels diversos paisos europeus i, en gene-
ral, a operadors del sector educatiu, amb vista
a una divulgaci6 de les reference level questions
o points of reference.

Penso que conferéncies com aquesta, or-
ganitzada per la Societat Catalana de Ma-
tematiques, a la qual dono les gracies sentida-
ment, poden obrir el cami a discussions amb els
organismes educatius i amb els ensenyants que
poden dur a un 1s raonat de les questions.

Un altre sector que em sembla particular-
ment adaptat a un ds raonable i constructiva-
ment critic de les questions és el de la formacio
d’ensenyants en les seves diverses accepcions.

Les revistes de didactica de la matematica
podrien fer-se portaveu d’aquestes exigencies,
presentant el projecte.

El projecte sembla no aturar-se a la pobla-
cié de setze anys: PTEMS esta interessada també
en la poblacié de divuit anys, és clar, d’aquells
que es troben a la fi de ’escola secundaria su-
perior.

Resta encara tot per discutir i organitzar,
pero sembla clara la voluntat d’anar més lluny.
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International Conference: <Correspondence analysis and

related methods> (CARME2003)

Del 30 de juny al 2 de juliol de 2003 tindra lloc
a la Universitat Pompeu Fabra de Barcelona,
el congrés que porta per titol «Correspondence
analysis and related methods> (CARME 2003).
Es tracta del quart congrés sobre ’analisi de da-
des categoriques, que organitzen els professors
Michael Greenacre, de la UPF, i Jorg Blasius,
de la Universitat de Colonia. Els tres anteriors

(«Correspondence analysis in the social scien-
ces>, 1991; «Visualisation of categorical datas,
1995, i <Large scale data analysis>, 1999) es
van celebrar al Zentralarchiv fir Empirische So-
zialforschung de la Universitat de Colonia.

L’objectiu de CARME 2003 és presentar
les investigacions més recents en l’ambit de
I’analisi de correspondencies. El congrés és
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